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Let K be an absolute abelian number field. The conductor of the Hecke charact- 
ers of K formed by Gaussian sums is investigated. In some cases we obtain 
formulas for this conductor while in others a bound is given. These enable us 
to obtain a general upper bound for the conductor in terms of the class field 
theoretic conductor of K. Our bound is an improvement on existing bounds 
in the literature. 
0. EINLEITUNG 
Sei K ein fiber dem Kijrper Q der rationalen Zahlen abelscher Zahlkorper, 
aufgefagt als Teilkorper des Kreiskiirpers Q(f) der f-ten Einheitswurzeln 
5, (wobeifnicht notwendig der Ftihrer von K ist). Fur einen zufteilerfremden 
Primdivisor !JI 1 p in CD(f) betrachten wir die GauDschen Summen 
Tz,f((P) = - Am;de ($5 PA) (1) 
fiir x = l,..., f - 1, wobei (A/‘$), dasf-te Potenzrestsymbol, S, die Absolut- 
spur des Restklassenkiirpers modulo ‘$ und 5, eine primitive p-te Einheits- 
wurzel bezeichnen. Wir setzen rf(z) fur den kleinsten positiven Rest von z 
modulo f, (@‘)/z) fur den durch 
Q'f' 
( 1 Z : 5, I-+ i-f” 
definierten Automorphismus von Q(f) (bzw. (K/z) ftir dessen EinschrHnkung 
auf IC) und definieren damit das Gruppenringelement 
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im rationalen Gruppenring Q[G] der Galois-Gruppe G von K iiber Q. Nach 
Stickelberger [8] liegt ~&‘@)f in C!?(f) und hat die Primzerlegung 
Te,f(q3)f N q3pf+! (3) 
Die T$,~ definieren durch multiplikative Fortsetzung auf die zu f teiler- 
fremden Divisoren a von Q(f) fur jedes (f - 1)-Tupel a = (a& E Zf-l eine 
Divisorfunktion 
f-l 
x,(a) = fl Tz.f(aP, 
X=1 
(4) 
welche durch Einschrankung auf die Divisoren von K einen GriiDencharakter 
von K mit Werten in K definiert, wenn die Normbedingung 
(5) 
erfiillt ist (Weil [lo], Leopoldt [6]). Die GriiBencharaktereigenschaft besagt, 
da13 in K ein ganzer Divisor m existiert derart, dab fiir alle Hauptdivisoren (CX) 
von K mit einem erzeugenden Element 01 = 1 (m) gilt 
(6) 
Der kleinste solche Erklarungsmodul m, der Fiihrer f(x,,) des GrBBen- 
charakters xp, sol1 im folgenden untersucht werden. Dazu bezeichne OI$“) 
die Gruppe der zu m relativ primen Divisoren von K. 
Zunachst wird in $1 fiir K = C??(f) eine Fiihrerzerlegungsformel der 
Griibencharaktere xp hergeleitet, welche entsprechende Resultate von 
Jensen [5] fur Grdbencharaktere aus Jacobi-Summen, also ganz spezielle 
x1, verallgemeinert. Was sich hiervon noch fur beliebiges K retten Ia&, 
namlich eine grobe Fiihrerabschatzung mittels der Ftihrer gewisser auf 
Teilkiirpern “induzierter” GriiSencharaktere, behandelt $2. Unter gewissen 
Einschrlnkungen an den klassenkorpertheoretischen Fiihrer von K, 
beziehungsweise dessen Wurzelzahl, gelingt es dann in $3, 4, und 5 einige 
Fiihrerformeln beziehungsweise relativ scharfe Fiihrerabsch%tzungen anzu- 
geben. Zusammen mit dem Ergebnis von $2 1aBt sich dann fur jeden GriiBen- 
charakter xn eines Teilkiirpers K von Q (f) der Fiihrer wie folgt abschatzen: 
f(xd I nIordpf+l 
Plf 
(echter Teiler), (7) 
wahrend Weil [IO] zum Nachweis der GrdI3encharaktereigenschaft der X~ 
den Erklarungsmodul f 2 benotigt. 
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Es bezeichnen im folgenden N, 72, IF, beziehentlich die Menge der nattir- 
lichen Zahlen, der ganzen Zahlen und den Primkorper der Charakteristik p. 
1. EINE F~~HRERZERLEGUNGSFORMEL FUR GR~~SSENCHARAKTERE 
vm KREI~K~RPERN 
Wir betrachten die auf dem Kreiskorper K = Q(f) gegebenen Weilschen 
GrijBencharaktere 
wobei a = (a, ,..., uf+r) E iZ-l die Bedingung 
@2”‘“,. == 1 11) 
erfiillt. Von Jensen [5] wurde fur GriiBencharaktere aus Jacobi-Summen 
mit (up(v + p), f) = 1, also ganz spezielle xa , unter anderem bei ungeradem 
f mit der Primzerlegung f = ni=, fir fur die Fi.ih.rer f(w,.,,:,) dieser GroBen- 
charaktere die Zerlegungsformel 
gezeigt. Entsprechende Resultate werden wir im folgenden allgemeiner fur 
die xa beweisen. 
Urn ihre Abhlngigkeit von f hervorzuheben, schreiben wir fur die Weilschen 
Grijflencharaktere xp von Qcrt such x*,~ . Fur jeden Teiler (i vonfgehort dann 
zu xa.r ein GrdRencharakter x=,~ von Qd) vermoge 
wobei T,,d(a) = TpIa(a) ist fiir v z p(d). (Man beachte, daR x=,~ formal 
durch ein (f - 1)-Tupel a definiert wird und sich somit nicht der Definition 
der xa,t unterordnet aber sich leicht auf die Gestalt x~‘,~ mit a’ FZ~-~ bringen 
l&L%) 
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SATZ 1. Es sei f E N ungerade mit der Primzerlegung 
Ferner sei der Hauptdivisor Ii N 1 - I$( fur i = I,..., r jeweils ein Teiler des 
Ftihrers f(x.,tp) des zum Grti~encharakter xamf gehiirigen Grojencharakters 
xs,lp . Dann gilt 
f(x*.J = fi f(x.,,yJ. 
i=l 
Zum Beweis des Satzes zeigen wir zunPchst einige noch spiiter verwendbare 
Lemmata. 
LEMMA 1. Sei 1 > 2 ein Primteiler der natiirlichen Zahl f E N und v E N 
beliebig. Dann gilt ftir p = l,..., f - 1 
Tti.f(CP>z’ = ($&““’ TzY.L(.f(W mod 1. 
Beweis. Potenzierung mit einer i-Potenz ist ein Homomorphismus 
module 1, soda8 gilt: 
Da die Spur [F,-linear ist, und wegen I+ 0 mod ‘$3 mit A such B = 1” * A 
ein Vertretersystem der von Null verschiedenen Restklassen module ‘$3 
durchEuft, folgt 
Wir notieren noch eine auf den Beweis von Satz 1 zugeschnittene Form des 
Lemmas. 
LEMMA 1'. Sei 1” der genaue I-Anteil von f. Jeder Weilsche Griigencharakter 
xaef geniigt dann der “Reduktionskongruenz” 
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ftir alle Primdivisoren ‘$3 Tf von Q(f) mit der Relativnorm Nf,fIIY von 12(f) 
nach QgcrlzY). 
Beweis. Die Bedingung (5) in $0 und die Reduktionsregel aus [l] 
T,.f(%) = ~Zo.fow,focw) fur (x,f)=d, x=dx,,, f=dfo (2) 
liefern 
mod I 
- x.,f,,v(Jv;,f,zyWN mod 1. 
Die Mijglichkeiten zur Primzerlegung der Grbfiencharakterfiihrer f(x& 
sind eingeschr%nkt durch 
LEMMA 2. Der Gr6Jencharakterftihrer f(xP) von x,, bleibt bei allen Auto- 
morphismen von Q(S) fest. Hat jeder Primteiler li von f die Primzerlegung 
so hat der Ftihrer f(x,,) die Gestalt: 
f(xa) = fJ Iii mit Ci E Z, Ci 3 0. 
Beweis. Sei u E Aut(Q(f)/Q) ein Automorphismus von Q(f) und f(xs) = f. 
Fur iy = 1 mod f” gilt dann 
also 
Nach der Automorphie-Regel (Weil [lo, S.41) 
xa(W = x.cw’ fur alle T o Aut(CVf)/Q) 
folgt 
(3) 
das heigt f” ist Erkl~rungsmodul fur xS und f teilt f”. Daraus folgt sofort, 
da8 f gleich f” sein mu& Der Rest ergibt sich aus dem Zerlegungsgesetz 
der Primteiler von fin Q(f). 
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Beweis van Satz 1. (a) Wir zeigen allgemeiner ohne irgendwelche Voraus- 
setzungen an die Fiihrer f(x*,rp) die Teilbarkeitsrelation 
durch vollstandige Induktion nach r. Der lnduktionsanfang bei r = 1 ist 
trivial. Sei nun (T) fur allefmit hdchstens r - 1 Primteilern bereits bewiesen. 
Setzen wir abkiirzend 
1lT = iT kUf(x*.1$ Cl, 
i=l 
dann gem&t es, die Divisoren Zi2yj *m fur j = I,..., r, also aus Symmetrie- 
grimden etwa fur j = 1, als Erkllrungsmodul fiir xa,f nachzuweisen. Wir 
setzen 




mit der Eigenschaft 
Dies folgt zunlchst lokal fur jeden Primteiler L? von f in Q(f); ftir 2 7 I1 
gehiirt 1~~1 als rationale !&adisch ganze Zahl zum Operatorenbereich der 
!&adischen Einseinheiten und erhrilt sogar die jeweilige Einseinheitenstufe, 
und fur !2 1 /, leistet 
das Gewiinschte. Nun setze man nach dem Approximationssatz zusammen! 
Da f a nach Weil [9] sicher ein Erklarungsmodul fur x,,~ ist-die xa,f 
lassen sich durch Jacobi-Summen ausdrticken-, gilt: 
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Da insbesondere 01~ = l(1,) ist, folgt mit der Reduktionskongruenz (K) 
aus Lemma 1’ 
Xa,f((a)) . ‘+L%l+w G x~,~~~;~(~,,,,,~((,O))) mod 4 3 (4) 
wobei das Argument des reduzierten Grogencharakters xs,f,2~ derselben 
Kongruenz wie 01~ geniigt, 
“4 f,f,l;l(~o) = 1 mod Zp in, , 
da 1;’ m, nach Lemma 2 bei allen Automorphismen von Q(f) fest bleibt. 
Nach Induktionsannahme ist nI=, kgI/[f(x.,+), Ii] Erkllrungsmodul fur 
~,,,~:q und daher 
also insbesondere der Ausdruck auf der linken Seite kongruent 1 modulo I1 . 
Mit (4) folgt hieraus 
x&(a)) . a-‘@u’@f(“) GZ 1 mod I1 . (5) 
Die linke Seite dieser Kongruenz ist eine Einheit, deren samtliche Konju- 
gierten vom Betrag Eins sind, also eine Einheitswurzel. Da der ungerade 
Modul I1 Einheitswurzeln trennt, folgt 
X&(“)) = &‘aU~W, 
das heiDt ZF nt ist Erklarungsmodul fur xasr. 
(b) Unter Verwendung von (T) und der Voraussetzung f(x.,rp) f 1 
fur i = l,..., r zeigen wir nun die Identitat 
‘lt = f(Xa,r) (1) 
durch vollstZndige Induktion nach r. Die Voraussetzung f(x,,l:i) # 1 sichert 
den Induktionsanfang bei r = 1. Wir nehmen nun (I) fur alle ? < r - 1 als 
bewiesen an. Nach Lemma 2 ist 
f(x.,J = fi I? mit ci E Z, Ci 3 09 
i=l 
sodal es mit (a) gentigt zu zeigen, dal3 keiner der Divisoren 
9 .P : = I,1 . m fur p = I,..., r 
Erklarungsmodul fur xs,, ist. Aus Symmetriegriinden konnen wir uns etwa 
auf g+. beschrgnken. 
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Nach Induktionsannahme und (a) fiir r - 1 ist der Divisor 
bv := gr . f~Xa.zp 
kein Erkllrungsmodul fiir xp,f/12 , und wegen ggT& , f&,f,E$) = 1 ist 
ebenso II” . l& fur alle n E L! kein Erkl&ungsmodul. Demnach existiert ein 
Element 01 E Q(f@ derart, da13 zwar 01 z 1 mod II” * b7 ist, aber andererseits 
gilt 
Wir skizzieren zumichst, wie aus der Theorie der Normreste der Erweiterung 
Q(n/Q(~@ die Existenz eines Elements /3 E Q(f) mit 
folgt, wobei n mindestens so grol3 sei, da8 der klassenkiirpertheoretische 
Ftihrer dieser Erweiterung in Zln aufgeht, und ferner mit n such h(n) liber 
alle Grenzen wiichst. Das zugehorige Normrestsymbol von 01 wird filr alle 
Primteiler f? von f trivial, sodal cy Normrest modulo jeder !&Potenz, also 
nach dem Approximationssatz such Normrest modulo f2 ist: 01 = N(p) 
mod f 2. Fur die 5.? 7 Z, konstruiere man sich eine Cauchy-Folge von & mit 
und 
/3v+l = /?’ mod gb (falls 01 = (eb)) 
N@,) = 1 mod !?, 
sodaD zunachst lokal mit p = /3’//3” (V groD genug) und dann global ein B 
existiert mit 
N@) = OL mod(f/ip)2, 
p = 1 mod b, . 
Fur 2 1 I1 und s E fV ist fiir cu E 1 mod X?2(sfvl-l)f1 sicher OL ein IIs . r&p)-ter 
Potenzrest: 
mit 
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also insbesondere 
a s iV(y’l*) mod I?, 
sodaB schlief3lich such ein fl existiert mit 
N(p) s u mod lyl, 
fl s: 1 mod /t(n) 
mit etwa h(n) = 1 + [(n - 1)/2]. 
Daf2 ein Erkhirungsmodul ist, gilt 
x~,~,z~l((Jv;.,,z,lo)> . JY;*j,z;l(~)-C~“~.~fl~~l(u) 
= xa,j,z;l((a)) . a-~~~~~@w(~) # 1, 
und mit Lemma 1’ folgt fiir ,f? := fiz:‘: 
xpA@‘N = x..IIz”,~((JV;,~~~‘(~))) mod 4 
= x~,~,~~((cx)) . ai-‘~u~‘OfW(“) # 1 mod 1, ~ 
denn der Ausdruck in der letzten Zeile ist nach friiherem eine Einheitswurzel 
aus Q(f), und solche sind modulo Z, alle verschieden. Hieraus folgt ins- 
besondere 
xa,,((B’,) # p”vw, 
da /Y = 1 mod 1, ist. Andererseits gilt p’ = 1 mod l~‘n)QT , soda0 llth, kein 
Erklarungsmodul fur xa,r ist, wie grol3 such immer t gewahlt sei. Da fur 
hinreichend groges n der Fiihrer f(~,,,~?) ein Teiler von II” ist, kann such 
f(xa.z;1) . Q,. = 97 
kein ErklZirungsmodul fur xn,r sein. 
2. GRoBE GR~SSENCHARAKTERF~~HRERABSCHKT~UNG FiiR BEmmGE 
ABELSCHE ZAHLK~RPER 
Es sei K ein Teilkdrper des Kreiskorpers Q(f) und f nicht notwendig der 
Ftihrer von K. Die Weilschen GrdDencharaktere xn,r von K haben stets eine 
f-Potenzfn als Erklarungsmodul (Weil [lo]). (Nach [lo, S. 14, 161 stecken im 
Ftihrer hijchstens die Primteiler von 2f in K. Man kann sich sogar auf die 
Primteiler von f beschrgnken, da Weils Beweis der Grijgencharaktereigen- 
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schaft bei naherer Betrachtung von Abschnitt 11. iiber reelle KSrper mit 
einer $Potenz als Erklarungsmodul auskommt.) 
Fur die GriiDencharaktere aus Jacobi-Summen hat Jensen [5] die Weilsche 
Vermutung, daD der Erklarungsmodul f 2 nie als Flihrer auftritt, gezeigt. 
Unser Fernziel ist, dies zu zeigen fiir alle GroBencharaktere xa,r von K. Mit 
den Methoden zum Beweis von Satz 1 erreichen wir im folgenden eine 
Ftihrerabschgtzung, welche die Untersuchungen im Zusammenhang mit 
dieser “verallgemeinerten Weilschen Vermutung” auf K&per mit Primzahl- 
potenzftihrer einschrankt. 
SATZ 2. Hat f die Primzerlegung f = nI=, 12, so induziert ein Gr$en- 
charakter x,,f van K ftir jeden Primteiler Ii van f einen Gr@encharakter von 
Ki = K f~ QCzIi) vermiige 
f-l 
mit s( : = (CVf): KWz;“)). Fiir die auftretenden Fiihrer gilt: 
wobei bi der kleinste ganze Divisor von Ki ist, welcher in CW?) durch das 
Produkt Ii . hi der Hauptdivisoren Ii = (1 - Q) und hi = (1 - I&) teilbar 
ist. 
Beweis. Aus dem Reziprozitiitsgesetz der Potenzreste (Hasse [2, Teil II, 
510.41) folgt: 
M4)f = 1 
fur alle Divisoren (a) von Cl(f) aus der Strahl-Hauptklasse modulo 
flI=, lliI&, und insbesondere nach Lemma 1 von $1 fur die (Y E K mit 
01 = 1 mod flI=, l& und n E N: 
~,,~((a))~~” = 7zin.s.f((m)) mod Ii fur i = I,..., r. (1) 
Mit der Reduktionsregel §1(2) folgt daraus 
7,,f((~)P = 7,.r,zri(Ju;,f,zr(((“))) mod 4 . (2) 
Nach diesen Vorbereitungen kommen wir zum eigentlichen Beweis des 
Satzes. Die GriiDencharaktereigenschaft der auf den Ki erzeugten Divisor- 
funktionen ist nachgewiesen @O(5)), wenn 
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gezeigt ist. Zur Definition eines Weilschen GroBencharakters x.,~ gehdrt 
gerade, da13 gilt: 
Dies impliziert dann 
also die GrijBencharaktereigenschaft. 
Zur Ftihrerabsch&xmg machen wir wieder vollstlndige Induktion nach 
der Anzahl r der Primteiler von J Der Induktionsanfang bei r = 1 ist 
trivial. Die Abschsltzung gelte fur jedes f mit hijchstens r - 1 Primteilern. 
Dann geniigt es fiir den InduktionsschIuD, mit 
jeden der Divisoren lf”j * m fur j = l,..., r, also aus Symmetriegrtinden etwa 
ftir j = 1, als Erkhirungsmodul von x,,~ nachzuweisen. Wie im Beweis von 
Satz 1 wahlen wir zu jedem a: e K mit 
cx s 1 mod fp . m 
ein q, E K mit 
a0 = 1 mod Zy . in,, 
wobei 
zp = a0 -a mod f R, 
gesetzt ist und f D Erklarungsmodul fur xa,t sei. Dann gilt: 
und, da insbesondere c@ = 1 mod I1 ist, folgt 
x.A(4) = x~.~((~~)~? mod 4 . (41 
(3) 
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Aus (2) wird somit 
Sei f’ : =f/l;v’ und s : = (CP: CPK). Dann ist x=,y Grogencharakter von 
K’ := K n Go’), denn 
Nach Induktionsvoraussetzung ist mit s: := (CP’) : UW:‘)K’) der Divisor 
m’ := fj w?f(Xs;sa.~:ih li’i * %I 
Erkl&ungsmodul von xmn. j’ , wobei bi zu K’ wie bi zu K definiert ist. Aus 
den Gradrelationen (vgl. such graphische Darstellung) 
(Kdf’) : K) = (KQ(f’) : KQ’~~“‘)(KQs”y’~’ : K) = $ (f-J’@’ : K n ,Q(+‘), 
(Q(f’) : r) = (I : p~(z:“))(K~(z:‘) : K’) = s;(~(@) : K’ n f-J(+)) 
fur i = 2,..., r und 
(KQ(f’): K) = (Q(f’): K’) 
folgt wegen 
Ki = K n Q (I:‘) = K’ n ,Q’zr”’ = K; , 
das heil3t insbesondere bi = b; , schlieblich si = s * S; fiir i = 2,..., r und 
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K Q ‘+)K 
\/\ 
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Da nun m, Erkllrungsmodul von X~,~’ ist, folgt mit (3) zunachst 
mit Jlr,;,,(cu,) 3 1 mod m, , also 
xa.A4A(4N = ~~..~4&~~4(4N = 1 mod I1 . 
Mit (4) und (5) erhalten wir schlieblich 
xa*,((ol)) a(--C,w@f(~) .= ~- 1 modI,. 
1st 1, # 2, sodal der Modul I, Einheitswurzeln trennt, so folgt aus dieser 
Kongruenz zwischen Einheitswurzeln die Gleichheit. Im Falle & = 2 folgt 
allerdings nur 
xa,,((cf)) cY-C’a@.@f(@) = il. 
Da andererseits im Laufe des Beweises sich die Relation 
ergab, kann der Ausdruck auf der linken Seite der Gleichung-er ist fur alle 
zufprimen OL E K, also insbesondere fiir a,, eine Einheitswurzel aus K- nur 
eine Einheitswurzel von ungerader Ordnung sein. Also folgt 
und m ist Erkl&ungsmodul fur xnsl. 
3. F~~HRERBESTIMMUNG ~ijR KREIsKURPER MIT UNGERADEM 
PRIMZAHLF~HRER 
Sowohl in diesem Abschnitt als such in den darauf folgenden wollen wir 
nach Einschriinkung auf geeignete abelsche Zahlkdrper K die Fiihrer 
gewisser Weilschen GriiBencharaktere x,, bestimmen oder weit besser 
abschgtzen, als dies nach Satz 2 oder etwa Jensens Rechnungen erreichbar 
scheint. 
Fi.ir eine Basis aller Weilschen GroBencharaktere des Kreiskorpers 
K = Go), I sei ungerade Primzahl, werden wir im folgenden die Fuhrer 
exakt angeben. Jedes X~ ist von der Form 
l-l 
x,(a) = n Tv.a(QP 
lJ=l 
fur alle a E lEJ$‘, 
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mit C,y . ay = O(r). Jedes y = l,..., I - 1 definiert tiber das Art&Symbol 
(K/y) einen Automorphismus uy : = (K/y) von K. Mit der Automorphie- 
Regel fur allgemeine GauDsche Summen 
TY,S(%J (Q(f)q = Tyz,f(‘p), 
die man leicht nachpriift, 1HBt sich xa such wie folgt darstellen: 
Z-l 
x,(a) = JJ Tl.z(aoYPI 
y=l 
Setzen wir 6, := uy - y * a, fib y = 2,..., I - I, so hat 6 die Basisdarstellung 
z-1 
6 = C au- 
y=z 
6, + (f - ‘2 ay . y) * la, . 
y=1 
Man beachte, dab die & und I . or Weilsche GroSencharaktere x6, bzw. 
xzOl definieren. Ziel dieses Abschnitts ist die Bestimmung von f(x8,> fiir 
y  = 2,..., I- 1. Der Fiihrer f(xlO,) wird sich in $4 ganz nebenbei ergeben 
(Korollar zu Satz 5). 
SATZ 3 (Iwasawa). Sei I der Primdivisor von I im Kreiskiirper Qfz) mit 
IN1 - &. Dann bilden die Funktionen x6, ftir y  = 2,..., I - 1 GrtiJlen- 
charaktere von 02Q’z) um Erkl&ungsmodul Is. 
Beweis. Fur jeden Primdivisor v I p von Q (I), der nicht I teiit, betrachten 
wir die GauBschen Summen T(‘$) = T,&?) modulo I2 in @pz). Mit dem 
Primelement h = & - 1 zu I und einem gemPI (A,,/‘p)r = l1 normierten 
erzeugenden Vertreter A, der multiplikativen Gruppe des Restklassen- 
kijrpers modulo v gilt dann 
NV-1 
T(y) = - c (1 + A)” &yAoO) 
p=l 
NT&l 
3- zl (1 -I- pA) So@@’ mod P 
W-1 
c 1 - h . 1 p - /‘E~(‘o~) mod 12 
D=l 
unter Verwendung der “Charakterrelation” CAmodrp [;$A) = 0. Wir 
setzen C : = Cy=t-’ p . <$%tAop) und halten fest: 
T(V) = 1 - AC mod 12. (1) 
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Stellen wir dieselben Betrachtungen fur T(‘$PY) = ~,,r(y) an, so folgt 
~(‘p”y) = 1 - X . y . C mod I2 
fur y = 2,..., I- 1, und somit 
T(!p) f (1 - x . y . C)(l + h . y . C) mod 12, 
also 
T(‘$~Y) = 1 mod 12. 
(2) 
(3) 
1st nun 01 E Q(l) mit 01 = 1 mod P, SO folgt zunachst 
T((a)8l) . ~y-*u’@l E 1 mod 12; 
da die linke Seite dieser Kongruenz wieder einerseits Einheitswurzel ist, und 
anderseits der Modul I2 solche trennt, folgt sogar Gleichheit. 
Anmerkung. (1) Wir haben soeben nochmals die GroBencharaktereigen- 
schaft der x8, gezeigt. 
(2) Bei Iwasawa [4] ist zwar nicht explizit von GroDencharakteren die 
Rede, aber Theorem 1 und 2 in [4] beinhalten gerade Satz 3. 
Jedes zu I prime ac E Q(l) hat modulo I2 die Darstellung 
mit ganzrationalem zu I teilerfremdem a E H und k E {I,..., 1}, wie man etwa 
aus der Struktur der Multiplikativgruppe der I-adischen Komplettierung 
von Q(r) abliest. Nach Satz 3 ist der zum GroBencharakter x8, gehiirende 
Zahlcharakter 
eine Funktion auf den primen Resten modulo 12. Die genaue Fiihrer- 
bestimmung erfolgt nun mittels (D) tiber die Berechnung der Funktionswerte 
fur ganzrationale a und Einheitswurzeln Q’. 
LEMMA I. Fiir alle zu I teilerfremden a E Z gilt: 
u&7) = (a/1):-l far y = 2,..., 1 - 1. 
641/12/3-z 
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Beweis. Nach (3) gilt 
v&z) = a-‘@1 mod 12. 
Zur weiteren Auswertung dieses Ausdrucks untersuchen wir die Wirkung 
von 6, * 8, auf Cl. Es gilt 
%I * @l IQX = (1 - y) . f F rz(-z) = (1 - y) * q ) 
z=1 
sodal mit dem Euler-Kriterium fur das Legendre-Symbol (a/l)2 folgt: 
u&z) = (u/l):-l mod 12, 
und, da wieder eine Kongruenz zwischen Einheitswurzeln vorliegt, die ja 
module I2 unterscheidbar sind, folgt die Behauptung. 
Die Funktionswerte von 06, auf den Einheitswurzeln lL werden beschrieben 
iiber die GrBBen 
z-1 , 
S, = C 7 (rd-.v) - d-4 . Y) . rdz-l), 
2=1 
wobei z-l einen Vertreter der zu z inversen Restklasse modulo 1 bezeichnet, 
durch 
v&J = p@+ = cp. (4) 
LEMMA 2. Die Gr#enchuruktere x8, mit gerudem y huben den Fiihrer 
f(Xs,) = 1 
= I2 
fir S, = O(l), 
fiir S, * O(l). 
Beweis. Nach Satz 3, (D) und (4) hangt der Wert von usy(ol) fiir S, = O(I) 
nur von der Restklasse ab, der 01 module I angehiirt. Da nach Lemma 1 fur 
gerade y jeweils vg, die Werte des Legendre-Symbols (cz/~)~ annimmt-diese 
sind sicher nicht alle gleich 1 fur a = l,..., I - I-, muD der Ftihrer gerade 
gleich I sein. 
Fur S, 9 O(I) ist wohl [r = l(I) aber us,(&) # 1, sodaB der Fiihrer sicher 
griiger als I, also nach Satz 3 gleich I2 ist. 
Mit Hilfe einer Formel von Lerch [7], die schon Hasse [3, S.641 zu den 
entsprechenden Fiihreruntersuchungen bei Jacobi-Summen heranzieht, la& 
sich die Summe S, als Fermat-Quotient schreiben: 
/g - p _ z-1 PZ - 44 
---=c 1 1 
z-1 mod 1 
2=1 
FiiJHRER VON GAUbKXEN SUMMEN 299 
fur p + 0, -1 mod 1. Damit wird 
s, ~ y  rltv)l- zy (-z)-l mod I 
2=1 
- z ZY -I*z(ZY) z-1 mod I, 
also 
s, z ____ ” - mod 1 
I 
fur y = I,..., I - 2. 
Wir bezeichnen den Fermat-Quotienten mit F(y) : = ( yr - y)/l. 
KATZ 4. Die Fiihrer der GrCJencharaktere x8, fiir y  = 2,..., I - 1 des 
Kreiskiirpers CJcl) Iassen sich wie folgt durch den Fermat-Quotienten F(y) 
beschreiben: 
f(XsJ = 1 ,fiir y  = l(2) und F(y) - O(I), 
=I ,fiir y  FE O(2), y # I - I und F(y) :- O(I), 
= l2 ,fiir y  = 1 - 1 oder F(y) +S O(I). 
Beweis. Fiir die geraden y mit 2 < y < I - 3 dnd wir nach Lemma 2 
wegen F(y) -Z S,(I) bereits fertig. 1st y = I - 1. so gilt 
z-lz-((I-z)(I- I) 1-l 
Sl-1 = 1 I 




S{&, r c (I + z-l) E I - 1 + I+ E -I mod 1. 
*=1 
Nach Lemma 2 ist demnach f(xBZJ = 12. 
Sei nun y ungerade, sodal nach Lemma 1 uB,(a) = 1 ist fur alle zu I primen 
a aus H. Verschwindet der Fermat-Quotient modulo 1, so gilt such ZJ~,( 5,“) = I 
fiir alle k = I,..., 1, das heifit mit (D): 
x&a)) = &.@~ fur alle zu 1 primen CY E CJ(/), 
also 1(x8,) = 1. 
Falls F(y) + O(1) ist, mu13 der Ftihrer gr6Ser als 1 sein, da 
L’&) = 5?) # 1 und & G 1 mod I 
ist. Mit Satz 3 folgt dann f(xsv) = 12. 
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4. KREISK~RPER MIT UNGERADEM PRIMZAHLPOTENZ~~HRER 
Die Weilschen GroDencharaktere xa des Kreiskiirpers K = ~3~“) lassen 
sich durch die “Basischaraktere” 
Q: 0;’ ---f KX, a t-+ T.(a) T,(a)-= fiir x = 2,..., I’ 
erzeugen. Deren Fuhrer wollen wir nach oben und unten abschitzen. Dazu 
benotigen wir wie im vorangegangenen Abschnitt GrGBen 
fii y = 2,..., I” - 1 und den mit ihnen eng verwandten Fermat-Quotienten 
F(y) modulo 1. 
SATZ 5. Bezeichnet I, z 1 - I& den Primdivisor von 1 in @lyj, so geniigen 
die “Basischaraktere” q5 von Q (ly) der oberen Fiihrerabschdtzung: 
Falls Sz’ + 0 mod 1” ist, sei vI E {I ,..., v> minimal mit der Eigenschaft 
s)) $5 O(P). 
f)ann gilt die untere Fiihrerabschiitzung: 
p+1 1 f(y*) fiir x = 2,..., i” - 1. 
Insbesondere fiir x + 0, - l(1) mit F(x) + O(l) gilt 
Beweis. Die obere Abschatzung folgt aus Jensens Fiihrerabschiitzungen 
[5 Satz 3a, X95] der aus Jacobi-Summen gebildeten GrdDencharaktere und 
der Tatsache, da13 generell fiir Kreiskijrper die xe, also insbesondere die qs, 
sich als Produkt von Jacobi-Summen darstellen lassen: 
X-l 
%(W = JJ %ic@-' fiir x = 2,..., Iv. (0) 
j=l 
(Hier ist w  I,lV-l(‘@) = (-1/1p)$” = 1, da 1 ungerade ist.) 
Sei nun Sg) + 0 mod I” und v, wie im Satz gewahlt. Der Ftihrer ist nach 
$1, Lemma 2 eine I,-Potenz. Wir nehmen an: 
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Dann gilt 
fur alle c1 = 1 mod IiY-“Z, 
also insbesondere fur jede primitive IY*-te Einheitswurzel &yZ, die ja wegen 
IvZ = IL’-“’ und 1 - &vZ Y IvZ sicher in dem vorgeschriebenen Strahl liegt. 
Also gilt 
denn auf den Einheitswurzeln gilt: 
Dies steht aber im Widerspruch zur Auswahl von vy, demzufolge der 
Ftihrer f(q,J ein Vielfaches von I~-“Z+-1 sein mu& 
Wir behaupten nun: fur x + 0, - 1 mod I gilt 
Sp = F(x) mod 1, (1) 
sodaB fur F(x) =k 0 mod 1 mit v, = I die gewtinschte Abschiitzung aus dem 
vorangegangenen folgt. 
Fur j = l,..., P--l durchliiuft rlv(u + jl) alle rLy(z) mit 
rzv(z) = rzy(u) mod 1. 
Dementsprechend fassen wir bei der Betrachtung vor&“‘modulo 1 zusammen: 





Die Auswertung der inneren Summe iiber j ergibt erstens: 
z”-’ Zy-’ 
jyl rz4-ux - .i.N = L r14-x + j0, 
da wegen (x, I) = 1 mit j such -xj ein Vertretersystem modulo P-l durch- 
lauft. Dies formen wir weiter urn m 
zu-1 zy-'-1 
jz rz4--x - $4 = & G-z(-~ + jr) 
= p-l.rz(-UX) + 1.p1 . I'-1; 1 . 
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Anmerkung. Letzteres sichert fur alle Kreiskiirper ClP mit ungeradem 
f = nL=, Ii* die Fiihrerzerlegungsformel 
f(%.r) = Ifi fhz,l$ 
i=l 
fur alle x = O(2) 
von Satz 1. 
Beweis des Korollars. (a) Wir zeigen: Safe, = 1”-l(1- 1) mod Iy, sodaD 
nach Satz 5 mit v, = v folgt 
Es gilt nlmlich: 
s”’ 
c 
rp(z) - (P - 1) * rp(-z) 
ZY-1 = 1” r,,W zmod 1” 
m 
= C (1 - rzv(-4) * rzy(+), 
z 
also 
@, E c (z + 1) = &“) ” 
z 
_ 2 1 + t&P) mod I” 
s Z”-l(l - 1) mod I”. 
(b) Bei der Ftihrerabschatzung von pi” tibernimmt 
s:= c zmod z rzv(-4 rzyW 
” 
I*% 
die Rolle von S, . (“) Es gilt offensichtlich 
S = --F(P) mod Iy, 
sodaB fur 01 = cz” zwar 01 = l(1”) aber 
7),“((a!)) * cLz”‘Bz” = 5$ # 1 
ist. Demnach ist f(ql”) mindestens ein Vielfaches von I”a. Ftir diesen GriiDen- 
charakter liik sich die obere Abschltzung des Fiihrers gegeniiber der des 
Satzes noch verschlrfen. Nach Lemma 1 in $1 folgt 
~~,~,,(‘$)--l” s ($-)l: 3 1 mod I, 
304 C.-G. SCHMIDT 
also 
~~“((01)) = I mod I fur alle zu I primen 01 E C!Y”). 
Die kleinste Potenz von I,, welche als Modul Einheitswurzeln in UYzJ 
trennt, ist IEF1+l. Fur a! = 1 mod It”-l+l gilt 
~zy((~)) . CX~“~~~” E I mod IiIC1+‘, 
also Gleichheit, und damit ist IL”-‘+l = I,& Erkllrungsmodul von yzv. 
(c) Wegen T~,~~(@) = 1 mod 1, fiir alle ‘p T 1 folgt fiir zu I prime 
11o((a)) . a-QZ+)+x’QZY _= a-QZ~(x)+x’QZ~ mod I, . 
Da ftir rationale a E Qx wegen der Automorphie-Regel §1(3) der GriiBen- 
charakterwert y&a)) ebenfalls rational ist, kann die Einheitswurzel 
q,((a)) . pzJX)+X.Qzv 
nur 1 oder -1 sein. Zur Entscheidung tiber dieses Vorzeichen geniigt eine 
Betrachtung modulo I, . Auf QX eingeschrankt hat der Exponent bei a den 
Wert 
x - 0,” - Ozv(x)lqx = r p .,; zy (x ’ rzv(-4 - rJ-4) 
ZfZ 
= (x - 1) . p-l . y . 
Fiir zu I prime a E Z gilt dann 
a 
x~Qz”-Qzyw ~ &l)(z-1)/Z mod 1, 
also mit Hilfe des Legendre-Symbols ausgedrtickt fiir gerade X: 
7)&z)) * ax.Q~v-Qzv(x) = (a/l)z . 
Da das Legendre-Symbol nicht nur den Wert 1 annimmt, .rnuB der Ftihrer 
von Q nichttrivial sein. 
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5. ABELSCHE~AHLK~RPER MITPRIMZAHLPOTENZF~~HRERODERWURZELZAHL 2 
Zur Bestatigung der verallgemeinerten Weilschen Vermutung, da0 f 2 nie 
als Fi.ihrer der GrMencharaktere xnsr eines beliebigen Teilkorpers von C!?(f) 
auftritt, brauchen wir eine hinreichend gute Fiihrerabschatzung fur Primzahl- 
potenzen f = I”, urn Satz 2 anwenden zu k&men. Zunachst stellen wir eine 
ntitzliche Alternative auf. 
LEMMA. Jeder abelsche Zahlkiirper mit Primzahlpotenzfiihrer ist entweder 
Kreiskiirper oder enthtilt keine volt f 1 verschiedene Einheitswurzel. 
Beweis. Der Ftihrer von K sei 1”) und es sei ferner fur I # 2 eine primitive 
I-te Einheitswurzel CL in K (bzw. fur 1 = 2 die primitive 4-te Einheitswurzel 
C4 = i in K) gelegen. Dem entspricht einerseits via Galois-Korrespondenz die 
Enthaltenseinsrelation der Galois-Gruppen 
G(W”)/K) < G(Q’~“‘/Q’“‘) bzw. G(CY2”/Q’*‘), 
wobei die umfassende Gruppe zyklisch von der Ordnung 1*-l bzw. 2”-2 ist, 
also such G(CP’)/K) zyklisch von einer Ordnung l” mit p < v - 1 bzw. 
p < v - 2. Andererseits kennen wir bereits Untergruppen der umfassenden 
Gruppe mit der Ordnung lp, namlich 
Da in einer endlichen zyklischen Gruppe jede Untergruppe durch ihre 
Ordnung eindeutig bestimmt ist, folgt 
also K = QCz”-‘). 
SATZ 6. Fiir den nichttrivialen KreiskBrper K = Cozy), aufgefa@ als 
Teilkiirper von CVr) mit v < n, lassen sich die Weilschen GrL$?encharaktere 
xaSz,, von K durch Jacobi-Summen erzeugen. Die Fiihrer geniigen der Abschlit- 
zung: 
beziehungsweise 
f(X,.,n> I h2 fiir v=l 
mit den Hauptdivisoren Ii = (1 - [z‘) fiir i = 1, 2. 
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Beweis. Wegen !30(5) werden slmtliche GriiBencharaktere x.,r,, erzeugt 
durch die “Basischaraktere” 
a ++ 7,,,4a) . ~,,&-” 
fur x = 2,..., 1” - 1 und 
q,: Dt’ --f KX, a + 71,1”(a)d 
mit d = P/(1”, CaeH a), wobei H die Go”) zugeordnete Kongruenzunter- 
gruppe der primen Reste modulo I” bezeichnet. Die Zahlen 
1 +jP fiir j = O,..., In-" - 1 
bilden ein vollstandiges Vertretersystem der Elemente von H, und es gilt 
C a G C (1 +jP) mod 1” 
~ p--Y + p . p--Y I’-‘2 * mod I”, 
also 
zH a = In+ mod 1”. 
Hieraus ergibt sich d = Iy und somit 71~ = r]& , denn fiir a E H gilt: 
Ta,da) = TJa (Q(g”)/a)) = 71.rn(a), 
fur alle a E D$‘. Nach $4 (0) lassen sich demnach alle qz fur x = 0; 2,..., I” - 1, 
also alle xp,r., , durch Jacobi-Summen erzeugen. 
Von den qs fiir x = 2,..., 1” wissen wir aus Satz 5 fiir I # 2, daD sie, 
aufgefaDt als GriiBencharaktere von Q (r”), den Erkllrungsmodul I I,& bzw. 
I I,* ftir v = 1 haben, was uns in diesem Fall schon die gewiinschte Abschgtz- 
ung des Satzes liefert. 
Im Fall I = 2 haben nach Jensen [5, Satz 5, LT.961 die GriiBencharaktere 
aus Jacobi-Summen den ErklZirungsmodul 8 . &. = 411 * I, , also such die 
erzeugenden Charaktere qz fiir x = 0; 2,..., 2” - 1 und somit alle x~,~,, . 
Die Flihrerabschltzung fi.ir den zweiten Fall der Alternative des Lemmas 
konnen und wollen wir gleich allgemeiner behandeln, indem wir von K nur 
fordern, da13 die Wurzelzahl gleich 2 sei. Der Fiihrer von K ist beliebig. 
SATZ 7. Es sei K ein Teilkiirper ah Kreiskiirpers Q(f), der au&r f 1 keine 
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Einheitswurzeln enthiilt. Dann geniigen die Fiihrer der Weilschen GroJen- 
charaktere x,,f von K der Abschiitzung 
wobei sich das Produkt iiber siimtliche Primdivisoren I von K erstreckt, die f 
teilen. Ferner dejiniert jede GauJIsche Summe r2.&3) einen GroJencharakter 
von K, falls f ungerade ist. 
Beweis. Sei 
I 1 ol=lrnodnI. 4 fur f’= l(2), Uf ftir f - o(2). 
Dann existiert zu jedem n E N ein (Ye E K mit q,2 = 01 mod f n (analog Teil a) 
im Beweis von Satz 1). Da eine f-Potenz, etwa f n, Erkllrungsmodul fur 
X&f ist, folgt: 
Xa,f((a)) . a-%L%b@f(~) = (x*,f((ao)) . a+wf(“))2~ 
Der Ausdruck in der Klammer auf der rechten Seite dieser Gleichung ist 
notwendig eine Einheitswurzel aus K, also nach Voraussetzung gleich f 1, 
und somit gilt: 
Zur Gr6Bencharaktereigenschaft der GauSschen Summen rZ,f(‘p) fur 
f = l(2) gent@ es, darauf hinzuweisen, da13 die Bedingung 
fur alle d EH erfiillt ist. Diese Norm ist in der Tat eine Einheitswurzel 
ungerader Ordnung von K. 
KOROLLAR. ist spezieil f = ly ungerade Primzahipotenz, so erhalten wir 
die Fiihrerformel 
f(x.) = 1 fiir c a, = 0 mod 2, 
u 
=1 sonst, 
wobei I den Primdivisor von I in K bezeichnet. 
Beweis. Da I nach Satz 7 bereits als ErklSirungsmodul nachgewiesen ist, 
geniigt es zu zeigen: 
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(a) falls C, 12, = l(2) ist, existiert ein CL E K mit 
(,?(a) : = -&((a)) . &W@f(“) = - 1; 
(b) falls C,, uU = O(2) ist, gilt u(a) = 1 fi.ir alle zu I primen 01 E K. 
(a) Wegen T,,~,(‘$) = 1 mod I, fur alle ‘$3 7 I und alle p = l,..., Iy - 1 
mit I, = (1 - &) gilt: 
folgt fiir ganze rationale zu 1 prime a E Z: 
also durch das Legendre-Symbol ausgedriickt 
v(a) = (qy 
sodal fiir C, au = l(2) das Vorzeichen u(u) genau fiir die quadratischen 
Nichtreste modulo I negativ wird. 
(b) Der Zahlcharakter v(a) ist nach Satz 7 eine Funktion der primen 
Restklassen modulo I, welche sich bereits durch ganze rationale a E Z 
reprasentieren lassen, da der Grad von I gleich 1 ist. Demnach beschreibt (1) 
schon den ganzen Wertebereich von v, und dieser besteht fiir C, a, E 0 
mod 2 offenbar nur aus der Eins. 
6. ALLGEMEINE F~~HRERABSCH~~TZUNG 
Es sollen nun die vielen Einzelergebnisse der vorangegangenen Abschnitte 
zu einer groben allgemeinen Fiihrerabsch5tzung der Weilschen GriiDen- 
charaktere xn eines abelschen Zahlkiirpers zusammengefiigt werden. 
SATZ 8. Hut f die Primzerlegung f = I$=, l;*, so ist der Fiihrer eines 
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jeden Weilschen Gr6jlencharakters xa,f eines 
echter Teiler von f. nI=, li , also 
f(Xa,r) 1 fi e". 
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Teilkiirpers K van Cl(f) ein 
Bewjeis. Wir zeigen sogar scharfer mit den Bezeichnungen von Satz 2: 
Dazu kiinnen wir uns nach Satz 2 auf den Fall einer Primzahlpotenz f = I” 
beschrgnken, und nach dem Lemma aus $5 ist dann der Teilkijrper K ent- 
weder selbst Kreiskorper oder K enthalt nur die Einheitswurzeln +I. 
Fur die nichttrivialen Kreiskdrper Qg(ly) mit Y < n liefert Satz 6 die 
gewiinschte Abschiitzung 
f(Xa,f) I w, mit lj = (1 - Tlj), 
wie man leicht nachprtift. 
Tm Falle eines Teilkorpers Kvon CYz”) mit nur den trivialen Einheitswurzeln 
&I gilt nach Satz 7 die Abschltzung 
wobei I den einzigen Primdivisor von I in K bezeichnet. Offensichtlich teilt I 
das kleinste Vielfache b von I,$ , das in K liegt, und somit gilt such hier: 
wenn wir beriicksichtigen, da8 fur I = 2 notwendig 1, 2 2 ist. 
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